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一类分数阶哈密顿系统非平凡解的存在性

程　伟，徐家发
（重庆师范大学数学科学学院，重庆 ４０１３３１）

摘　要：利用变化的喷泉定理，研究了一类分数阶哈密顿系统。构造合适的工作空间和变分结构，在非线性项
超二次增长的情形下获得该系统非平凡解的存在性，相关结论推广和改进了某些已有的结果。
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　　本文主要研究以下分数阶哈密顿系统非平凡解
的存在性：

ｔＤα∞（－∞Ｄ
α
ｔｕ（ｔ））＋Ｌ（ｔ）ｕ（ｔ）＝Ｗ（ｔ，ｕ（ｔ）），

ｕ∈Ｈα（Ｒ，ＲＮ） （１）
其中α∈（１／２，１），ｔ∈Ｒ，ｕ∈ＲＮ，Ｗ∈Ｃ１（Ｒ×ＲＮ，
Ｒ），Ｗ是Ｗ关于ｕ的梯度。关于Ｌ（ｔ），我们始终假
设以下条件成立：

（Ｌ）对任意的ｔ∈Ｒ，Ｌ∈Ｃ（Ｒ，ＲＮ２）是一对称
的正定矩阵，且存在 ｌ∈ Ｃ（Ｒ，（０，＋∞））使得
ｌ（ｔ）→＋∞，ｔ→＋∞以及

（Ｌ（ｔ）ｕ，ｕ）≥ｌ（ｔ）ｕ２，ｔ∈Ｒ，ｕ∈ＲＮ

近年来，对于分数阶问题的研究越来越受到人们的

青睐，数学家们研究发现用新的分数阶模型能更精

确地模拟现实问题。分数阶微分方程非常适合用来

描述现实生活中具有记忆和遗传特性的问题，如：

分形和多孔介质中的弥散、电容理论、电解化学、

半导体物理、湍流、凝聚态物理、粘弹性理论、生

物数学及统计力学等等，因此研究这类方程解的性

质有理论和现实意义。在文 ［１］中，作者列举了
大量分数阶模型在实际问题中的应用。例如电化学

模型，Ｃａｐｕｔｏ在讨论电化学的可极化介质时，提出
电场Ｅ和电流密度 Ｄ之间关系的分数阶模型，一
维的情形为

γＤ（ｖ）＋αＤ＝σＥ＋δＥ（ｖ）

其中γ，α，σ，δ皆为常数，Ｄ（ｖ） ＝ＤｖＤ，Ｅ（ｖ） ＝ＤｖＥ，
ν是实数。运用变分方法和临界点理论研究分数阶
问题是比较新的课题，近期有很多学者致力于这方

面的工作，参见文献 ［２－９］及其所附参考文献。
在文 ［２］中，Ｔｏｒｒｅｓ运用山路定理研究了问

题 （１）非平凡解的存在性，其中Ｗ满足著名的
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ＡｍｂｒｏｓｅｔｔｉＲａｂｉｎｏｗｉｔｚ条件：
（ＡＲ）存在常数μ＞２使得
０＜μＷ（ｔ，ｘ）≤（ｘ，Ｗ（ｔ，ｘ）），
（ｔ，ｘ）∈Ｒ×ＲＮ＼｛０｝

在文 ［３］中，在Ｗ次二次增长的情形下，作者运
用亏格理论获得了问题 （１）无穷多解的存在性。
他们的具体条件是：

（ＦＨＳ１）对任意的ｔ∈Ｒ，Ｗ（ｔ，０）＝０，且
Ｗ（ｔ，ｘ）≥ａ（ｔ）ｘ，

Ｗ（ｔ，ｘ）≤ｂ（ｔ）ｘ－１，

（ｔ，ｘ）∈Ｒ×ＲＮ

其中，１＜＜２，ａ：Ｒ→ Ｒ＋是一有界连续函数，
ｂ：Ｒ→Ｒ＋是一连续函数且ｂ∈Ｌ２／（２－）（Ｒ×Ｒ）；

（ＦＨＳ２）存在常数１＜σ≤＜２使得
（Ｗ（ｔ，ｘ），ｘ）≤σＷ（ｔ，ｘ），
（ｔ，ｘ）∈Ｒ×ＲＮ＼｛０｝

（ＦＨＳ３）Ｗ（ｔ，ｘ）＝Ｗ（ｔ，－ｘ），
（ｔ，ｘ）∈Ｒ×ＲＮ。

在文 ［４］中，在Ｗ次临界增长的情况下，作
者运用喷泉定理获得了问题 （１）高能量解的存在
性，并运用山路定理和 Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理获得了带
有扰动项的分数阶哈密顿系统至少两个非平凡解的

存在性 （Ｎ＝１）：

ｔＤα∞（－∞Ｄ
α
ｔｕ（ｔ））＋Ｌ（ｔ）ｕ（ｔ）＝

Ｗｕ（ｔ，ｕ（ｔ））＋ｇ（ｔ），ｕ∈Ｈα（Ｒ×Ｒ） （２）
受上述文献的启发，本文运用变化的喷泉定理研究

问题 （１）非平凡解的存在性，为此我们首先给出
本文所使用的假设条件：

（Ｈ１）Ｗ∈Ｃ１（Ｒ×ＲＮ，Ｒ），且存在ｄ１＞０和
ｐ∈（２，＋∞）使得

Ｗ（ｔ，ｘ）≤ｄ１（ｘ＋ ｘｐ－１），

（ｔ，ｘ）∈Ｒ×ＲＮ

（Ｈ２）ｌｉｍ
ｘ→０

Ｗ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜２

＝０，对ｔ∈Ｒ一致成立；

（Ｈ３）Ｗ（ｔ，ｘ）≥ ０，（ｔ，ｘ）∈ Ｒ×ＲＮ，且

ｌｉｍ
ｘ→∞

Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２ ＝＋∞，对ｔ∈Ｒ一致成立；

（Ｈ４）存在ｄ２ ＞０，Ｌ＞０使得

（Ｗ（ｔ，ｘ），ｘ）≥ ２＋
ｄ２
ｘ( )２ Ｗ（ｔ，ｘ），

ｔ∈Ｒ，ｘ≥Ｌ
　　定理１　若条件 （Ｈ１） － （Ｈ４）和 （ＦＨＳ３）
成立，则问题 （１）至少存在一个非平凡解。

１　基础知识
首先介绍有关 ＬｉｏｕｖｉｌｌｅＷｅｙｌ分数阶的计算。

α（０＜α＜１）阶ＬｉｏｕｖｉｌｌｅＷｅｙｌ分数阶积分定义为：

－∞Ｉ
α
ｘｕ（ｘ）＝

１
Γ（α）∫

ｘ

－∞
（ｘ－ξ）α－１ｕ（ξ）ｄξ（３）

和

ｘＩα∞ｕ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
∞

ｘ
（ξ－ｘ）α－１ｕ（ξ）ｄξ （４）

由此可给出α（０＜α＜１）阶ＬｉｏｕｖｌｌｅＷｅｙｌ分数阶
导数的定义：

－∞Ｄ
α
ｘｕ（ｘ）＝

ｄ
ｄｘ－∞

Ｉ１－αｘ ｕ（ｘ） （５）

和

ｘＤα∞ｕ（ｘ）＝－
ｄ
ｄｘｘ
Ｉ１－α∞ ｕ（ｘ） （６）

定义 （５） －（６）式可以改写成以下形式

－∞Ｄ
α
ｘｕ（ｘ）＝

α
Γ（１－α）∫

∞

０

ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ－ξ）
ξα＋１

ｄξ

（７）
和

ｘＤα∞ｕ（ｘ）＝
α

Γ（１－α）∫
∞

０

ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ＋ξ）
ξα＋１

ｄξ

（８）
以下通过傅里叶变换来建立 ＬｉｏｕｖｉｌｌｅＷｅｙｌ分数阶
积分算子、微分算子的性质。记 ｕ（ｘ）的傅里叶变
换为 )ｕ（ｗ），定义如下：

)ｕ（ｗ）＝∫
∞

－∞
ｅ－ｉｗｘｕ（ｘ）ｄｘ

令ｕ（ｘ）是定义在Ｒ上的函数，经过傅里叶变换可
以得到如下的等式：

－∞Ｉ
α
ｘ

)

ｕ（ｘ）（ｗ）＝（ｉｗ）－αｕ^（ｗ），

ｘＩα∞

)

ｕ（ｘ）（ｗ）＝（ｉｗ）－αｕ^（ｗ） （９）

－∞Ｄ
α
ｘ

)

ｕ（ｘ）（ｗ）＝（ｉｗ）αｕ^（ｗ），

ｘＤα∞

)

ｕ（ｘ）（ｗ）＝（－ｉｗ）αｕ^（ｗ） （１０）
以下构造问题 （１）对应的变分结构，赋予 Ｂａｎａｃｈ
空间Ｌｐ（Ｒ，ＲＮ）（ｐ∈［２，＋∞）的范数为

ｕＬｐ ∫Ｒ ｕ（ｔ）ｐｄ( )ｔ
１
ｐ

赋予Ｂａｎａｃｈ空间Ｌ∞ （Ｒ，ＲＮ）的范数为
ｕ∞ ｅｓｓｓｕｐ｛ｕ（ｔ）：ｔ∈Ｒ｝

对于α＞０，定义半范数 ｕＩα－∞
＝ －∞Ｄ

α
ｘｕＬ２及范

数 ｕＩα－∞
＝（ｕ２

Ｌ２＋ ｕ２
Ｉα－∞
）１／２。令

Ｉα－∞ ＝Ｃ
∞
０（Ｒ，Ｒ

Ｎ）· Ｉα－∞

下面介绍分数阶Ｓｏｂｏｌｅｖ空间Ｈα（Ｒ，ＲＮ）。对于α＞
０，定义半范数 ｕα ＝ ｗα )ｕＬ２

和范数 ｕα ＝

２２
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（ｕ２
Ｌ２＋ ｕ

２
α）
１／２。令

Ｈα ＝Ｃ∞０（Ｒ，Ｒ
Ｎ）· α

并且注意到，若 ｕ∈ Ｌ２（Ｒ，ＲＮ）是 Ｉα－∞ 中的元素，

当且仅当 ωαｕ
∧
∈ Ｌ２（Ｒ，ＲＮ）。特别地，我们有

ｕＩα－∞
＝ ωα )ｕＬ２

。因此，Ｉα－∞ 和 Ｈ
α关于半范数

和范数是等价的。

类似于Ｉα－∞，我们也可以定义 Ｉ
α
∞。定义半范数

ｕＩα∞
＝ ｘＤα∞ｕＬ２ 和范数 ｕＩα∞

＝ （ｕ２
Ｌ２ ＋

ｕ２
Ｉα∞
）
１
２。

令

Ｉα∞ ＝Ｃ
∞
０（Ｒ，Ｒ

Ｎ）‖．‖Ｉ
α
∞

同理可得 Ｉα－∞ 和 Ｈ
α关于半范数和范数是等价的。

记ＣＲ，Ｒ( )Ｎ 是从 Ｒ到 ＲＮ上的连续函数空间，则
可得如下的引理。

引理１［２－３］　若α＞１２，则Ｈ
αＣ（Ｒ，ＲＮ），

且存在常数Ｃ＝Ｃα使得
ｕ∞ ＝ｓｕｐｔ∈Ｒ ｕ( )ｔ ≤Ｃｕα

　　注１　根据引理１，由于

∫Ｒ ｕ（ｔ）ｑｄｔ≤ ｕｑ－２
∞ ｕ２

Ｌ２

则可得ｕ∈Ｌｑ（Ｒ，ＲＮ），ｑ∈［２，＋∞），如果ｕ∈
Ｈα，α∈（１／２，１）。

记

Ｘα ｛ｕ∈Ｈα：∫Ｒ［ －∞Ｄ
α
ｔｕ（ｔ）

２＋

（Ｌ（ｔ）ｕ（ｔ），ｕ（ｔ））］ｄｔ＜∞｝
则Ｘα是一自反可分的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其上的内积为

（ｕ，ｖ）Ｘα ＝∫Ｒ［（－∞Ｄαｔｕ（ｔ），－∞Ｄαｔｖ（ｔ））＋
（Ｌ（ｔ）ｕ（ｔ），ｖ（ｔ））］ｄｔ

相对应的范数为

ｕＸα ＝ （ｕ，ｕ）Ｘ槡 α

为方便，简记（ｕ，ｖ）Ｘα ＝（ｕ，ｖ）， ｕＸα ＝ ｕ。

引理２［２－３］　若条件 （Ｌ）成立，则Ｘα连续嵌
入到Ｈα。

引理３［２－３］　若条件 （Ｌ）成立，则嵌入Ｘα→
Ｌｑ（Ｒ，ＲＮ）（ｑ∈［２，＋∞））既是连续的又是紧的。

因此结合引理１，对任意的ｑ∈［２，＋∞］，存
在Ｃｑ使得

ｕＬｑ≤Ｃｑ ｕ （１１）

令 （Ｘ，· ）是一 Ｂａｎａｃｈ空间，Ｘ ＝!ｊ∈ＮＸｊ且

ｄｉｍＸｊ＜∞，ｊ∈Ｎ。记Ｙｋ＝!

ｋ
ｊ＝１Ｘｊ，Ｚｋ＝!

∞
ｊ＝ｋＸｊ

考虑Ｃ１ －泛函Φλ：Ｘ→Ｒ如下：
Φλ（ｕ）＝Ａ（ｕ）－λＢ（ｕ），λ∈［１，２］ （１２）

　　引理４［１０］　 （１２）式所定义的泛函Φλ满足：
（Ｃ１）对任意的 λ∈ ［１，２］，Φλ映有界集为有

界集，且

Φλ（ｕ）＝Φλ（－ｕ），（λ，ｕ）∈［１，２］×Ｘ；
（Ｃ２）Ｂ（ｕ）≥０，ｕ∈ Ｘ，且 Ａ（ｕ）→ ∞ 或

Ｂ（ｕ）→∞， ｕ→∞；

（Ｃ３）存在ｒｋ ＞ρｋ ＞０使得
αｋ（λ）＝ ｉｎｆ

ｕ∈Ｚｋ， ｕ＝ρｋ
Φλ（ｕ）＞βｋ（λ）＝ ｍａｘ

ｕ∈Ｙｋ， ｕ＝ｒｋ
Φλ（ｕ），

λ∈［１，２］
则

αｋ（λ）≤ζｋ（λ）＝ｉｎｆ
γ∈Γｋ
ｍａｘ
ｕ∈Ｂｋ
Φλ（γ（ｕ）），

λ∈［１，２］
其中Ｂｋ＝｛ｕ∈Ｙｋ：ｕ≤ｒｋ｝，Γｋ＝｛γ∈Ｃ（Ｂｋ，Ｘ）：

γ是奇的，γＢｋ ＝Ｉｄ｝。并且，对几乎处处的 λ

∈［１，２］，存在序列｛ｕｋｍ（λ）｝∞ｍ＝１使得
ｓｕｐ
ｍ
ｕｋｍ（λｃ） ＜∞，Φ′λ（ｕ

ｋ
ｍ（λ））→０，

Φλ（ｕ
ｋ
ｍ（λ））→ζｋ（λ），ｍ→∞

２　主要定理的证明

为了得到问题 （１）弱解的存在性，在 Ｘα上
定义相应的能量泛函如下：

Ｊ（ｕ）＝∫Ｒ １２ －∞Ｄ
α
ｔｕ（ｔ）

２＋１２（Ｌ（ｔ）ｕ（ｔ），ｕ（ｔ））[ －

Ｗ（ｔ，ｕ（ｔ））]　　ｄｔ＝
１
２‖ｕ‖

２－Ｂ（ｕ） （１３）

其中Ｂ（ｕ）＝∫ＲＷ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ。根据条件 （Ｈ１）和

（１１）式，存在ｄ３ ＞０，ｄ４ ＞０使得

∫ＲＷ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ≤∫Ｒ（ｄ３ ｕ２＋ｄ４ ｕｐ）ｄｔ＝

ｄ３ ｕ２
Ｌ２＋ｄ４ ｕ

ｐ
Ｌｐ≤ｄ３Ｃ

２
２ ｕ２＋ｄ４Ｃ

ｐ
ｐ ｕｐ ＜＋∞，

（ｔ，ｕ）∈Ｒ×ＲＮ （１４）
结合 （１１）式可知 Ｂ和 Ｊ都是良定义的。更进一
步，记（Ｘα）是Ｘα的对偶空间，根据文 ［１１］中
的引理１，若条件 （Ｌ）和 （Ｈ１）成立，则 Ｂ∈
Ｃ１（Ｘα，Ｒ），Ｂ′：Ｘα→ （Ｘα） 是紧的，因而 Ｊ∈
Ｃ１（Ｘα，Ｒ），且对任意的ｕ，ｖ∈Ｘα，有

（Ｂ′（ｕ），ｖ）＝∫Ｒ（Ｗ（ｔ，ｕ（ｔ）），ｖ（ｔ））ｄｔ，
（Ｊ′（ｕ），ｖ）＝∫Ｒ［（－∞Ｄαｔｕ（ｔ），－∞Ｄαｔｖ（ｔ））＋
（Ｌ（ｔ）ｕ（ｔ），ｖ（ｔ））］ｄｔ－∫Ｒ（Ｗ（ｔ，ｕ（ｔ）），ｖ（ｔ））ｄｔ

３２
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并由此可知，问题 （１）的弱解就是能量泛函 Ｊ的
临界点。

注２　注意到 Ｘα是一 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，令 ｛ｅｊ｝∞ｊ＝１
是其一组规范正交基底，即 ｅｉ ＝１，（ｅｉ，ｅｋ）＝０，

１≤ ｉ≠ ｋ。对于 ｊ，ｋ∈ Ｎ，定义 Ｘｊ ｓｐａｎ｛ｅｊ｝，

Ｙｋ !

ｋ
ｊ＝１Ｘｊ，Ｚｋ !

∞
ｊ＝ｋＸｊ。显然，Ｘα ＝!

∞
ｊ＝ＮＸｊ，且

ｄｉｍＸｊ＜∞，ｊ∈Ｎ。
为了运用引理４来证明我们的结论，定义泛函

Ａ，Ｂ和Φλ如下：

Ａ（ｕ）＝１２ ｕ
２，Ｂ（ｕ）＝∫ＲＷ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ，

Φλ（ｕ）＝
１
２ ｕ

２－λ∫ＲＷ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ，ｕ∈Ｘα
　　引理５　若条件 （Ｌ），（Ｈ１） －（Ｈ２）成立，
则存在ρｋ ＞０使得

αｋ（λ）＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｚｋ， ｕ＝ρｋ

Φλ（ｕ）＞０

　　证明　根据条件 （Ｈ１） － （Ｈ２），对于任意
给定的ε＞０，存在Ｃε使得
Ｗ（ｔ，ｕ）≤εｕ２＋Ｃε ｕｐ，（ｔ，ｕ）∈Ｒ×ＲＮ

结合 （１１）式，有

Φλ( )ｕ≥
１
２ ｕ

２－λ∫Ｒ εｕ２＋Ｃε ｕ( )ｐｄｔ≥

１
２ ｕ

２－λεＣ２２ ｕ２－λＣε ｕｐ
Ｌｐ

选取ε＝ ４λＣ( )２
２
－１，则

Φλ（ｕ）≥
１
４ ｕ

２－λＣε ｕＰ
Ｌｐ≥

１
４ ｕ

２－λＣεβ
ｐ
ｋ ｕｐ

其中βｋ＝ ｓｕｐ
ｕ∈Ｚｋ， ｕ＝１

ｕＬｐ。由于Ｘ
α→→Ｌｐ（Ｒ，ＲＮ），

所以根据文 ［１２］中的引理３８有βｋ→０，ｋ→∞。

从而若令 ρｋ ＝（８λＣεβ
ｐ
ｋ）

１
２－Ｐ，则对任意的 ｕ∈ Ｚｋ，

ｕ＝ρｋ，有

Φλ（ｕ）≥
１
８（８λＣεβ

ｐ
ｋ）

２
２－ｐ ＝１８ρ

２
ｋ ＞０

证毕。

引理６　若条件 （Ｌ），（Ｈ１） －（Ｈ３）成立，
则存在ｒｋ ＞０使得

βｋ（λ）＝ ｍａｘ
ｕ∈Ｙｋ， ｕ＝ｒｋ

Φλ（ｕ）≤０

　　证明　首先证明存在ε＞０使得
ｍｅａｓ（｛ｔ∈Ｒ：ｕ（ｔ）２≥εｕ２｝）≥ε，

ｕ∈Ｘ＼｛０｝，ＸＸα，ｄｉｍＸ＜∞ （１５）
否则对任意的ｎ∈Ｎ，存在序列｛ｕｎ｝∈Ｘ＼｛０｝使
得

ｍｅａｓ ｔ∈Ｒ：ｕｎ（ｔ）
２≥

ｕｎ
２{ }( )ｎ
＝０

记ｖｎ ＝
ｕｎ
ｕｎ
，则 ｖｎ ＝１，且

ｍｅａｓ ｔ∈Ｒ：ｖｎ（ｔ）
２≥ １{ }( )ｎ

＝０

由于ｄｉｍＸ＜∞，在子列的意义下存在ｖ０∈Ｘ使得
ｖｎ→ｖ０，且 ｖ０ ＝１。从而存在σ０ ＞０使得

ｍｅａｓ（｛ｔ∈Ｒ：ｖ０（ｔ）
２≥σ０｝）≥σ０ （１６）

否则的话，

ｍｅａｓ ｔ∈Ｒ：ｖ０（ｔ）
２≥ １{ }( )ｎ

＝０ （１７）

从而

０≤∫Ｒ ｖ０（ｔ）２ｄｔ≤
ｖ０（ｔ）

２

ｎ →０，ｎ→∞

这里表明 ｖ０ ＝０，与 ｖ０ ＝１矛盾。鉴于

Ｘα→→Ｌ２（Ｒ，ＲＮ），根据有限维空间上的任意范数
均等价，有

∫Ｒ ｖｎ（ｔ）－ｖ０（ｔ）２ｄｔ→０，ｎ→∞ （１８）

对任意的ｎ∈Ｎ，定义

Λｎ ＝ ｔ∈Ｒ：ｖｎ（ｔ）
２ ＜１{ }ｎ，

Λｃｎ ＝ ｔ∈Ｒ：ｖｎ（ｔ）
２≥ １{ }ｎ

以及

Λ０ ＝｛ｔ∈Ｒ：ｖ０（ｔ）
２≥σ０｝

从而对足够大的ｎ，有
ｍｅａｓ（Λｎ∩Λ０）＝

ｍｅａｓ（Λ０）－ｍｅａｓ（Λ
ｃ
ｎ）≥σ０ ＞０

从而对足够大的ｎ，

∫
Ｒ

ｖｎ（ｔ）－ｖ０（ｔ）
２ｄｔ≥ ∫

Λｎ∩Λ０

ｖｎ（ｔ）－ｖ０（ｔ）
２ｄｔ≥

１
４∫
Λｎ∩Λ０

ｖ０（ｔ）
２ｄｔ－ ∫

Λｎ∩Λ０

ｖｎ（ｔ）
２ｄｔ≥

１
４σ０－

１( )ｎｍｅａｓ（Λｎ∩Λ０）≥
１
８σ

２
０ ＞０

这与 （１８）式矛盾。矛盾表明 （１５）式成立。记
Λｕ ＝｛ｔ∈Ｒ：ｕ（ｔ）２≥ εｕ２｝，则 ｍｅａｓ（Λｕ）≥
ε。

由于Ｂ（ｕ）≥０，所以Φλ≤Φ１，λ∈［１，２］，
所以只需要证明 ｍａｘ

ｕ∈Ｙｋ，‖ｕ‖＝ｒｋ
Φ１（ｕ）≤０。反证法，则

存在序列ｕｎ∈Ｙｋ使得Φ１（ｕｎ）＞０以及 ｕｎ →∞，

ｎ→∞。根据条件 （Ｈ３），存在足够大的Ｍ＞ε－２（
ε由 （１５）式定义），存在ＣＭ ＞０使得

４２
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Ｗ（ｔ，ｕ）≥ Ｍ２ ｕ
２－ＣＭ，

（ｔ，ｕ）∈Ｒ×ＲＮ

注意到ｄｉｍＹｋ ＜∞，所以

０＜
Φ１（ｕｎ）
ｕｎ

２ ≤
１
２－

１
ｕｎ

２∫Ｒ Ｍ２ ｕｎ ２－Ｃ( )Ｍ ｄｔ≤
１
２－

１
ｕｎ

２∫∧ｕｎ
Ｍ
２ ｕｎ

２－Ｃ( )Ｍ ｄｔ≤
１
２－

１
ｕｎ

２∫∧ｕｎ
Ｍ
２εｕｎ

２－Ｃ( )Ｍ ｄｔ≤
１
２－

１
ｕｎ

２ε
Ｍ
２εｕｎ

２－Ｃ( )Ｍ ｄｔ＜０
这是矛盾的。矛盾表明 ｍａｘｕ∈Ｙｋ，‖ｕ‖＝ｒｋΦ１（ｕ）≤０。
证毕。

定理１的证明　根据 （１４）式知Φλ映有界集
为有界集，对 λ∈ ［１，２］一致成立，再由条件
（ＦＨＳ３）知Φλ是偶泛函，所以引理４条件 （Ｃ１）

成立。显然Ａ（ｕ）＝１２ ｕ
２→∞， ｕ→∞，且由

Ｗ≥０知Ｂ（ｕ）≥０，ｕ∈Ｘα，所以引理４条件
（Ｃ２）成立。再者由引理５，引理６知引理４条件
（Ｃ３）亦成立。从而根据引理４，对任意的 ｋ≥１，
对几乎所有的 λ∈ ［１，２］，存在序列 ｛ｕｋｍ（λ）｝∞ｍ＝１
使得

ｓｕｐ
ｍ
ｕｋｍ（λ） ＜∞，Φ′λ（ｕ

ｋ
ｍ（λ））→０，

Φλ（ｕ
ｋ
ｍ（λ））→ζｋ（λ），ｍ→∞ （１９）

其中ζｋ（λ）＝ｉｎｆ
λ∈Γｋ
ｍａｘ
ｕ∈Ｂｋ
Φλ（γ（ｕ）），λ∈［１，２］，Ｂｋ

＝｛ｕ∈Ｙｋ：ｕ≤ｒｋ｝，Γｋ＝｛γ∈Ｃ（Ｂｋ，Ｘα）：γ是奇
的，γ｜Ｂｋ ＝Ｉｄ｝。并且由引理５的证明知

ζｋ（λ）∈［αｋ，ζｋ］，　ｋ≥１，

其中ζｋ ＝ｍａｘｕ∈Ｂｋ
Φ１（ｕ），αｋ ＝

１
８ρ

２
ｋ。

由于序列｛ｕｋｍ（λ）｝∞ｍ＝１是有界的，从而所有的
ｋ≥１，可选取 λｎ→１使得该序列有强收敛子列。
不失一般性，可假设

ｌｉｍ
ｍ→∞
ｕｋｍ（λｎ）＝ｕ

ｋ
ｎ，ｎ∈，ｋ≥１

结合 （１９）式，有
Φ′λｎ（ｕ

ｋ
ｎ）＝０，

Φλｎ（ｕ
ｋ
ｎ）∈［αｋ，ζｋ］，ｎ∈，ｋ≥１ （２０）

下证｛ｕｋｎ｝∞ｎ＝１在Ｘ中有界，并且存在强收敛子列，
记其极限为ｕｋ∈Ｘ。为简便起见，下记ｕｎ＝ｕ

ｋ
ｎ。反

证法。若 ｛ｕｎ｝无界，在子列意义下，则 ｕｎ →

∞，ｎ→∞。记ｖｎ＝
ｕｎ
ｕｎ
，则｛ｖｎ｝在Ｘα中有界，从

而存在子列，仍记为｛ｖｎ｝，和ｖ０∈Ｘα使得

ｖｎ→ｖ０弱收敛于Ｘα （２１）
ｖｎ→ｖ０强收敛于Ｌ

ｑ（Ｒ，ＲＮ），ｑ∈［２，＋∞）

（２２）
ｖｎ（ｔ）→ｖ０（ｔ）ａ．ｅ．ｔ∈Ｒ （２３）

注意到 （１９）式，存在 Ｍ ＞０使得 Φλｎ（ｕｎ）≤
Ｍ，根据泛函Φλ的定义，有

λｎ∫Ｒ
Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））

ｕｎ
２ ｄｔ－１２

＝

－Φλｎ（ｕｎ）
ｕｎ

２ ≤ Ｍ
ｕｎ

２→０ （２４）

以下分两种情况讨论：

第一种情况：ｖ０不恒等于０。
记Λｖ０ ＝｛ｔ∈Ｒ：ｖ０（ｔ） ＞０｝，则 ｍｅａｓ（Λｖ０）

＞０。由于 ｕｎ →０，所以在Λｖ０中， ｕｎ →∞，ｎ→
∞。根据条件 （Ｈ３）和 （２２） －（２３）式，可得

ｌｉｍ
ｕｎ→∞
∫Ｒ
Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））

ｕｎ
２ ｄｔ≥

ｌｉｍ
ｕｎ→∞
∫Λｖ０
Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））
ｕｎ（ｔ）

２ ｖｎ（ｔ）
２ｄｔ＝∞

这与 （２４）式矛盾。
第二种情况：ｖ０恒等于０。
根据 （２４）式，注意到λｎ→１，有

ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ｒ

Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））
ｕｎ

２ ｄｔ＝１２ （２５）

另一方面，当 ｘ＜Ｌ时 （Ｌ由条件 （Ｈ４）定义），
由 （１４）式可得

Ｗ（ｔ，ｘ）≤ｄ３ ｘ２＋ｄ４ ｘｐ≤

ｘ２（ｄ３＋ｄ４ ｘｐ－２）≤（ｄ３＋Ｌ
ｐ－２）ｘ２

注意到条件 （Ｈ２），存在ｄ５ ＞０使得
Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２ ≤ｄ５，ｔ∈Ｒ，ｘ＜Ｌ

结合条件 （Ｈ４），有
Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２ ≤

１
ｄ２
［（Ｗ（ｔ，ｘ），ｘ）－２Ｗ（ｔ，ｘ）］＋ｄ５，

（ｔ，ｘ）∈Ｒ×ＲＮ

从而由 （２２） －（２３）式可知

∫Ｒ
Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））

ｕｎ
２ ｄｔ＝∫Ｒ

Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））
ｕｎ（ｔ）

２ ｖｎ（ｔ）
２ｄｔ≤

１
ｄ２∫Ｒ［（Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ）），ｕｎ（ｔ））－２Ｗ（ｔ，ｕｎ（ｔ））］·

ｖｎ（ｔ）
２ｄｔ＋ｄ５∫Ｒ ｖｎ（ｔ）２ｄｔ＝

１
ｄ２∫Ｒ［２Φλｎ（ｕｎ）－（Φ′λｎ（ｕｎ），ｕｎ）］ｖｎ（ｔ）２ｄｔ＋

ｄ５∫Ｒ ｖｎ（ｔ）２ｄｔ≤

５２
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１
ｄ２∫Ｒ（２Ｍ＋ｏ（１））ｖｎ（ｔ）２ｄｔ＋ｄ５∫Ｒ ｖｎ（ｔ）２ｄｔ→０

这与 （２５）式矛盾。
综上所述，｛ｕｎ｝在Ｘα中有界，同理可证｛ｕｎ｝

有强收敛子列。注意到 （１９）式，对ｋ≥１，极限
ｕｋ就是Φ１的一个临界点，且 Φ１（ｕ

ｋ）∈ ［αｋ，ζｋ］。
由于 ｋ取值的不同导致 ζｋ亦有不同的取值，从而
问题 （１）至少存在一个非平凡解。证毕。
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